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与えられている条件は次のとおりです。 

１. 水平で摩擦のない台の上にばね定数𝑘𝑘の一端を固定し、他端に質量𝑚𝑚のおもりをつけています。 

2. ばねを自然長（原点𝑂𝑂）のときの重りの位置から𝐴𝐴だけ伸ばして𝑡𝑡 = 0で離した。 

3. 伸びる向きに𝑥𝑥軸の正を取る。 

 

問 2-1. 抵抗がない単振動 

(1) 運動方程式を求める。 

運動方程式は以下のように定まる。-方向に復元力が働くことに注意する。 

𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘𝑥𝑥 (1) 

(2) 初期条件を入れて運動方程式を求める。 

バネの一般解（𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑆𝑆 cos(𝜔𝜔𝑡𝑡) + 𝑇𝑇 sin(𝜔𝜔𝑡𝑡) ,𝜔𝜔 = �𝑘𝑘 𝑚𝑚⁄  ）を用いると、 
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑆𝑆 cos(𝜔𝜔𝑡𝑡) + 𝑇𝑇 sin(𝜔𝜔𝑡𝑡) (2) 

初期条件は𝑡𝑡 = 0で、バネの長さ𝐴𝐴より、𝑥𝑥(0) = 𝐴𝐴とすればよいので、 

𝐴𝐴 = 𝑆𝑆 cos(0) + 𝑇𝑇 sin(0) , ∴ 𝑆𝑆 = 𝐴𝐴 

また、式(2)を一回微分して、初期条件𝑡𝑡 = 0のとき𝑣𝑣 = 0を代入すると、 

𝑣𝑣 = 𝑆𝑆𝜔𝜔 sin(𝜔𝜔𝑡𝑡) + 𝑇𝑇 cos(𝜔𝜔𝑡𝑡) 

0 = −𝑆𝑆𝜔𝜔 sin(0) + 𝑇𝑇𝜔𝜔 cos(𝜔𝜔𝑡𝑡) , ∴ 𝑇𝑇 = 0 

この 2 つの結果を式(2)に代入する。ここで、𝜔𝜔 = �𝑘𝑘/𝑚𝑚を戻すことを忘れずに 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 cos��
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡� 

(3) 時刻𝑡𝑡におけるおもりの運動エネルギー 

位置エネルギー (弾性エネルギー) は以下の式より与えられる。 

𝐸𝐸 =
1
2
𝑘𝑘𝑥𝑥2 

これに、（2）で求めた𝑥𝑥(𝑡𝑡)を代入すると、 

𝐸𝐸𝑝𝑝 =
1
2
𝑘𝑘 �𝐴𝐴 cos��

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡��

2

=
1
2
𝑘𝑘𝐴𝐴2 cos2 ��

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡� 

(4) 𝐴𝐴だけ伸びた位置から、𝐴𝐴だけ縮んだ位置までのばねの力がした仕事 

𝑊𝑊 = � 𝐹𝐹𝑑𝑑𝑥𝑥
−𝐴𝐴

𝐴𝐴
= � −𝑘𝑘𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥

−𝐴𝐴

𝐴𝐴
= 0 

 

問 3-2. 動摩擦がはたらいた単振動 

(1) 運動方程式は以下のように定まる。動摩擦は加わる力の逆方向に働くことに気をつける 
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𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚 (3) 

(2) 運動方程式の変形 

考え方として、=(角速度)(ずれ) を再現したいから、式 (3) は 

𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚 

= −𝑘𝑘 �𝑥𝑥(𝑡𝑡)−
𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

� 

これより、𝑋𝑋(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)− 𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

を得る。 

(3) バネが一番縮む時刻と位置を求めよ。 

バネが縮む時刻は、𝑣𝑣 =  0であるから、 

0 = −𝐴𝐴�
𝑘𝑘
𝑚𝑚

sin��
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡� , ∴ 𝑡𝑡 = 0,𝜋𝜋�

𝑚𝑚
𝑘𝑘
 

𝑡𝑡 = 0は初期位置という意味であるので、𝑡𝑡 =  𝜋𝜋�𝑚𝑚
𝑘𝑘
 

また、位置について置き換えた𝑋𝑋(𝑡𝑡)で運動方程式を立てなおすと、 

𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑋𝑋(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘𝑋𝑋(𝑡𝑡) 

初期条件を入れて解くと 

𝑥𝑥 = �𝐴𝐴 −
𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

� cos��
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡� −

𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

 

この式に対して、𝑡𝑡 =  𝜋𝜋�𝑚𝑚
𝑘𝑘
を代入して計算すると、 

𝑥𝑥 = �𝐴𝐴 −
𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

� cos��
𝑘𝑘
𝑚𝑚

×  𝜋𝜋�
𝑚𝑚
𝑘𝑘�

−
𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

= −𝐴𝐴 +
2𝜇𝜇′𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

 


